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Aufgabenblatt 1 - Geometrie (HS) SS2001

Aufgabe 1 (Kenntnis des Lehrplans):
Entnehmen Sie dem L ehrplan fiir die Hauptschule den Aufbau des Geometrielehrgangs und erstellen Sie ein
stichpunktartiges Exzerpt.

Ldsungsvorschlag:

5.Klasse:

- geometrische Figuren und Beziehungen erfassen - geometrische Begriffe aufbauen.

- Vorstellung von wichtigen geometrischen Figuren entwickeln - Fachausdriicke zur Beschreibung verwenden.
—> Schulen der réumliche Vorstellung.

- Schétz- und Messiibungen - Malieinheiten bei Langen und Flécheninhalten Uberlegt gebrauchen.

- Langen; Umfang und Flacheninhalt messen und berechnen

- mal3stéblichen Verkleinern bzw. VergrofRern, Flachen, Formeln

z.B. Strecke, Streckenzug, Gerade, Halbgerade, Quadrat, Rechteck; senkrecht, parallel; Seite; Abstand,
Achsensymmetrie und Achsenspiegelung, Wiirfel, Quader; Ecke, Kante, Flache

6. Klasse:

- auf konkretanschauliche Weise weitere geometrische Figuren und Beziehungen erschlief3en > Begriffe
- Umgang mit Geodreieck und Zirkel.

- Winkel, Korper, Modelle, Netze. > Korper nach geometrischen Kriterien beschreiben und ordnen.

- Raumvor stellung, Rauminhalte, Volumen- und Oberflachenberechnung, = Formeln

z.B. Parallelogramm; Kreis (Mittelpunkt, Radius, Durchmesser), Parallelverschiebung; Drehung , Winkel,
Winkelmessung, Winkelarten, Wrfel, Quader, Prisma, Zylinder, Pyramide, Kegel, Kugel, Rauminhalt und
Oberflache von Wiirfel und Quader Rauminhalt messen und berechnen, Oberflache berechnen.

7. Klasse:

- an Dreiecken und Vierecken Raumvor stellung schulen.

- bewegliches Denken - Grundlage fir eine anschaulicheinsichtige Entwicklung der Flachenberechnungen.
z.B. Dreiecke und Vierecke, Winkelsummen, Umfang und Flacheninhalt von Parallelogramm, Dreieck und
Trapez, Oberflache und Rauminhalt von Kérpern (zusammengesetzt aus Wirfeln und Quadern).

8. Klasse:

- Zeichnen mit Zirkel, Lineal und Geodreieck - Fahigkeiten und Fertigkeiten fiir geometrischer Aufgaben

- Fl&chenberechnung, Umfangs und des Flacheninhalts beim Kreis. > Néherungswerte fir die Kreiszahl Pi

- geometrische Kérper > Raumvor stellung schulen

- zeichnerischen Darstellen von einfache Formen, Skizzen und Mal3stabszei chnungen

z.B. Grundkonstruktionen:; Mittel senkrechte, Senkrechte, Winkelhalbierende; K onstruktion von Dreiecken (sss,
sws, wsw), Schrégbilder, Schraghbildskizzen, Ansichten (Grund-, Aufriss), Vielecke, Pi, Kreishogen,
Kreisausschnitte, Kreisringe, zusammengesetzte Flachen, Prismen und Zylinder Untersuchen von Prismen und
Zylinder.

9. Klasse:

- Erweiterung der Fahigkeiten im Erstellen grundlegender Konstruktionen und erwerben von Sicherheit und
Gelaufigkeit. - sorgféltiges Arbeiten = systematische Vor gehensweise.

- Satz des Pythagor as fiihren = Einfache Beweisfiihrungen (= Geschichte der Mathematik, Griechenland)

- Berechnungen zu Prismen, Zylindern, Pyramiden und Kegeln > Raumvorstellung,

z.B. Zeichnen und Konstruieren Konstruktionen von Dreiecken und Vierecken; berechnen, Figuren vergrof3ern
und verkleinern; Satz des Pythagoras L ehrsatz; Kathete, Hypotenuse, Berechnen von Streckenléngen, Pyramide

10.Klasse:

- Eigenschaften weiterer geometrischer Kérper > Raumvor stellung.

- Berechnungsformeln der Kugel.

- Berechnung von zusammengesetzten Kérpern - flexibles mathematisches Denken

- Sachgerechtes Skizzier en und Ubersichtliches Darstellen a's L dsungshilfen

- Zentrische Streckung = Begriff der Ahnlichkeit von Figuren. > Strahlensitze und K athetensatz.

- Verfahren und Mittel geometrischen Denkens bewusst machen.

2.B. Kugel, zusammengesetzte K érper, Ahnlichkeitsabbildungen, zentrische Streckung; Strahlensétze;
Kathetensatz, Hohensatz.
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Aufgabe 2 (Grundlagenprobleme):

a) Formulieren Sie je 3 Definitionen fir die Begriffe:

- Quadrat

- Rechteck

- Trapez

- Raute.

Hilfe: Denken Sie an die Mdglichkeiten, Seitenléngen-, Diagonalen- und/oder Winkeleigenschaften als
charakterisierende Eigenschaften verwenden zu kénnen.

Losungsvorschlag:

Ein Quader ist ein Ausdehnung im 3-dimensionalen Raum.
Ein Quader hat eine von Null verschieden Hohe, Breite und Lange.
Ein Quader ist ... oh. ich hab mich verlesen © ....

Ein Quadrat bildet durch zwei je parallele und gleichlange Seiten eine rechtwinkelige , quadratische’ Fléche.
Ein Quadrat hat vier gleichlange, im rechten Winkel zueinander stehende Seiten, die nicht Null sind.
Ein Quadrat ist ein eckiger Kreis/ ist ein Rechteck.

Ein Rechteck ist kein Quadrat, da ein Paar der parallel gegeniiberliegenden Seiten langer ist als das andere Paar.
Ein Rechteck ist ein rechtwinkelig Flache mit paarwei se von einander unterschiedlichen Seitenlangen.
Ein Rechteck ist ein Viereck mit vier 90° Winkeln.

Ein Viereck ist ein Trapez, wenn zwei Seiten parallel sind.
Ein Trapez ist eine Fléche ohne 90° Winkel jedoch mit einem parallelem Paar von Seiten.
Ein Trapez ist ein Viereck wobei zwei Seiten parallel liegen.

Ein Parallelogramm ist eine Raute (= ein Rhombus) wenn alle Seiten gleich lang sind.
Eine Raute existiert wenn die Diagonalen aufeinander senkrecht stehen.
Eine Raute ist keine Raupe wenn die Diagonalen die Winkelhalbierenden sind.

b) Entscheiden und begriinden Sie, ob es sich bei den folgenden Charakterisierungen um Definitionen handelt:

- Ein Parallelogramm ist ein Trapez mit zwei kongruenten, parallelen Seiten.

ja/nein kongruenten = gleichlangen ?

- Eine Raute ist ein Trapez mit orthogonalen Diagonalen

ja/nein (= aufeinander senkrecht stehend?)

- Ein Trapez ist eine Raute mit orthogonalen Diagonalen.

ja/nein

- Ein Parallelogramm mit zwei rechten Winkeln nennt man Rechteck.

ja/nein Viereck!?

- Ein Viereck heifdt Rechteck, wenn seine Diagonalen gleichlang sind und sich gegenseitig halbieren.
ja/nein Quadrat!?

- Ein Viereck heifdt Rechteck, wenn einer der Innenwinkel 90° betragt.

ja/nein

- Viereck heilt Rechteck, wenn die vier Innenwinkel 90° betragen & gegeniiberliegende Seiten gleich lang sind.
ja/nein

¢) Gunther Jauch: "Wer wird Million&r?* 1000€-Frage (glaub ich):

Jedes Rechteck ist ein ...

|A) Drachen (&h, das schlieB ich dann mal aus! zu heil3.) |B) Parallelogramm (bleibt das wohl Ubrig?! — B?) ‘
|C) Trapez (auch nicht so ganz, keine rechten Winkel) |D) Quadrat (aber Herr Jauch! — Andersherum schon!) ‘
Nehmen Sie kurz Stellung.
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Aufgabe 3 (Begriffshildung in der Hauptschule):
Im Unterricht verzichtet man oft auf Definitionen im mathematischen Sinne.

a) Beschreiben Sie mit Hilfe der Schulbuchseiten, auf welche Weise Begriffe ohne verbale Definitionen gebil det
werden.

Losungsvorschlag:

Beispiel 1 (034 - Quadrate):

Begriffsbildung durch spielerische Knobelaufgaben. z.B.

- Streichhol zquadrat-Spiel mit wegnehmen / dazulegen von Holzern / Quadrate zu generieren. - Flachen
- Rekursiv zeichnen

- Mit den Handen Formen (Quadrate) zusammenpassen - Basteln, Knobeln

- Spielerisches Erfassen des, Quadrat’ von allen Seiten.

Beispiel 2 (047 — Vierecke):

- Durch konstruktives Basteln Gesetzmaf3igkeiten entdecken - Vierecke, Symmetrieachse
- Entwicklung von Verstdndnis von Trapez, Rechteck, Drachen, Raute, Viereck

- Textaufgaben

- Zeichenaufgaben - Konstruktionsaufgaben

Beispiel 3 (78 — Vierecke):

- Erkennen und Anwenden von erlerntem Wissen - Was siehst du? Markiere...
- Zeichnen im Koordinatensystem

- Parallelogramm und andere Vierecke

b) Versuchen Sie, die Seiten entsprechenden Stellen im L ehrplan zuzuordnen.
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Aufgabenblatt 2 - Geometrie (HS) SS2001

1. Mittelsenkrechte einer Strecke

Abbildung 1 : Euklid macht’s einem einfach

Abbildung 2 : konstruiert...
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2. Lot in einem gegebenen Punkt einer Gerade

Lot

Abbildung 3 : Konstruiert...

3. Lot von einem Punkt durch eine gegebene Gerade

Abbildung 4 : einfach...
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Abbildung 5: ... oder konstruiert.

4. Parallele zu einer Geraden durch Punkt

Abbildung 6 : wieder erst einfach...



5. Halbieren eines gegebenen Winkels
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6. Ubertragen eines Winkels

Abbildung 9
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Aufgabe 5:

2000/11, Winkel
1. Diskutieren Sie die Begriffe Winkel, Winkelfeld, orientierter Winkel, Winkelmaf!

Winkel:
Nicht orientierter Winkel: Vereinigung zweier Halbgeraden, die vom selben Punkt (Scheitel) ausgehen.

Orientierter Winkel: Paar zweier Halbgeraden, die vom selben Punkt ausgehen und die man sich durch eine
Drehung gegen den Uhrzeigersinn verbunden denkt.

Winkelfeld: Menge der Ebene, die bei Drehung des ersten Schenkels gegen den Uhrzeigersinn hin zum zweiten
Schenkel Giberstrichen wird. Das Mal3 des orientierten Winkels kann dann anschaulich al's Drehmal3 eingefiihrt
werden.

Vorteiledesorientierten Winkels:

- Viele Beispiele aus dem téglichen Leben betreffen Drehwinkel

- Die Valldrehung entspricht einer natlirlichen Mal3einheit der Winkelmessung

- Beim nichtorientierten Winkel gibt es zu wenig Differenzierungsméglichkeiten (spitz, stumpf, ...)
- Bei Figuren gabe es keinen Unterschied zwischen AufRen- und Innenwinkeln

- Bei der Betrachtung von Achsenspiegelungen sind orientierte Winkel von Vortell

- Die Winkelabtragung mit dem Zirkel geht aus der Vorstellung des Drehwinkels hervor.

Bemerkung: Es gabe natiirlich noch die Mdglichkeit, die Winkeldefinition des (orientierten) Winkels so zu
gestalten, dald das Winkelfeld dazugehort.

Quélle: http://mathsrv.ku-€ichstaett.de/M GF/homes/didmath/paral el /grundbegr. pdf

Winkelmal:
Das Winkelmal3 ordnet jedem Winkel < (p,q) einereelle Zahl (Mal3zahl m (< (p,q)) aus dem Intervall [0, pi] zu.

Fur alle weiteren Eigenschaften siehe Quelle:
http://www-didakti k.mathematik.hu-berlin.de/org/alt-I v/fill er/geo-2001/fo-01-15.pdf
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Aufgabenblatt 4 - Aufgabe 1

1. Achsenspiegelung:

Die Abbildungsvorschrift der Achsenspiegelung kénnte auf folgende Weisen formuliert werden:

M Oglichkeit 1:
Abbildungsvorschrift:

Gegeben sei eine Gerade a, auf a zwei verschiedene Punkte A
und B, sowie der Urpunkt P.

Wenn P auf aliegt, falt der Bildpunkt P' mit P zusammen.
Liegt P nicht auf a, so schneiden sich die Kreise k(A,P) und

‘ k(B,P). neben P auch in dessen Bildpunkt P

=

Vor- und Nachteile dieser Abbildungsvor schriften:

Abbildungsvorschrift ist leicht verstandlich, weil der erster Fall, wenn P auf aliegt, alstrivial abgehandelt
werden kann und der zweite Fall leicht mit Zirkel und Lineal nachzuvollziehen ist.

Eventuell problematisch kénnte es mit dem ,, Platz* werden, da mit steigendem Abstand von P zu a, auch die
Kreisdurchmesser k(A,P) und k(B,P) zunehmen.

Kenntnis tiber die Lage von (Urbild-)Punkt und Bildpunkt vermittelt diese Abbildungsvorschrift, M.E., sehr
schén.

Konstruktions- und Zeichentechnik:

- Mit dem Lineal eine Gerade a zeichnen

- Zwei willkirliche Punkte A und B darauf anbringen.

- Irgendwo einen Punkt P (Urbild) anzeichnen.

- Kreis mit Mittelpunkt A und Radius P mit Zirkel ziehen

- Kreis mit Mittelpunkt B und Radius P mit Zirkel ziehen (neuer Radius!)
—> Dort wo sich die beiden Kreise schneiden ergibt sich dann das Abbild P

M 6alichkeit 2:

Abbildungsvorschrift:

Gegeben sei eine Gerade a und der Urpunkt P.

Wenn P auf aliegt, falt der Bildpunkt P' mit P zusammen.

Liegt P nicht auf a, so fallt man das Lot von P auf aund erhalt den
Lotfu3punkt F. Bildpunkt P ist dann der von P verschiedene
Schnittpunkt des Kreises k(F,P) mit der Lotgeraden FP.

Vor- und Nachteile dieser Abbildungsvor schriften:

Abbildungsvorschrift ist fast noch schoner als die der Mdglichkeit 1. Erster Fall ist wieder der einfache Fall, bei
dem man gar nichts zu machen braucht da P und P aufeinander liegen. Mir gefallt gefihlsméaiig diese
Abbildungsvorschrift besser a's die erste Mdglichkeit.

Kenntnis tiber die Lage von (Urbild-)Punkt und Bildpunkt vermittelt diese Abbildungsvorschrift, ebenso wie
Mdoglichkeit 1.

Konstruktions- und Zeichentechnik:
Notiges Wissenist: 1. ,,Wieféleich ein Lot von einem Punkt (P) auf eine Gerade (a)"

2. ,Wietrageich den Abstand von dem Punkt (P) zur Geraden (a) auf dem Lot PF an.”
[Zirkelmé&Rig braucht man aber mehr Arbeitsschritte als bei Méglichkeit 1.]

11
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M dglichkeit 3: Abbildungsvorschrift:

Pwird bei Spiegelung an der Geraden a, so auf P abgebildet, dass gilt:
P=pP, fals P Element von a
[PP1 wird von a senkrecht halbiert, falls P nicht Element von a

Vor- und Nachteile dieser Abbildungsvor schriften:

»Senkrecht halbiert” ist ne schéne Abkilrzung fir das was Sache ist. Der erste Fall ist wieder klar. Der zweite
Fall schildert aber nur den Sachverhalt der aus einer Achsenspiegelung dann resultiert. Das Ergebnis, das die
Gerade (a) an der der Punkt (P) gespiegelt wird die Strecke [PP'] halbiert wird geschildert. Nicht aber wie man
dazu kommt. Ist das Uberhaupt eine Abbildungsvorschrift, wenn man nur sagt was das Resultat ist und nicht wie
man da hinkommt?

Kenntnis tber die Lage von (Urbild-)Punkt und Bildpunkt vermittelt diese Abbildungsvorschrift vorziglich. >
»Senkrecht halbiert*. Doch wie man nun genau vom Urbildpunkt zum Abbildungspunkt kommt bleibt offen.

Konstruktions- und Zeichentechnik:

Wiein Moglichkeit 2 muss man hier ein Lot von einem Punkt auf eine Gerade féllen kénnen. Des weiteren ist —
ebenfalls analog zu Méglichkeit 2 - die Kenntnis nétig, wie man einen Abstand von dem Punkt (P) zur Geraden
(a) auf dem Lot PP ermittelt und konstruiert.

Abbildungsvorschriften fiir die restlichen vier Kongruenzabbildungen:

2. Drehung:

Abbildungsvorschrift :
Eine Drehung D (Z,a) um das Zentrum Z mit dem Drehwinkel aist eine eineindeutige
Abbildung der Ebene auf sich, bei der folgendes gilt:

1. Der Punkt Z wird auf sich selbst abgebildet.
2. Ist der Punkt A ein vom Punkt Z verschiedener Punkt, so liegt sein Bildpunkt A’ auf dem
Kreisum Z mit dem Radius (Abstand von) ZA.
3. Sind A und B zwei von Z verschiedene Punkte und A’ und B’ ihre Bildpunkte, so gilt:
- Winkdl AZA’ = Winkel BZB’ und
- Winkel AZA’ und Winkel BZB'’ besitzen den gleichen Drehsinn.

3. Punktspiegelung:

Abbildungsvorschrift *:

Die Punktspiegelung ist eine Drehung mit einem Drehwinkel von 180° und wird auch Halbdrehung genannt.

Konstruktionsbeschreibung *:

Gegeben: Urpunkt A, Zentrum Z [an dem der Urpunkt A gespiegelt werden soll]
Gesucht: Bildpunkt A’ [der aus der Spieglung von A an Z resultiert]

1. Geradea=AA’ durchZ
2. Kreisk um Z mit Radiusr = ZA
3. Schnittpunkt der Geraden amit k ist A’

! nach www.visum.ewf.uni-erlangen.de
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4. Verschiebung:

Abbildungsvorschrift %

Eine Verschiebung V(P,Q) ist eine Abbildung der Ebene die folgender Vorschrift geniigt:

Esexistiert eing, in der Ebene, orientierte Strecke PQ. Dann gilt:

1. Die Geraden AA’, die einen Punkt A mit seinem Bildpunkt A’ verbindet, und PQ sind zueinander parallel.
2. Die Strecken PQ und AA’ sind gleich orientiert!

3. Die Strecken PQ und AA’ sind gleich lang.

5. Schubspiegelung:

Abbildungsvorschrift %:

Die Verkettung einer Verschiebung V (P,Q) und einer Achsenspiegelung S (g) an einer Geraden (g), die parallel
zur Verschiebungsrichtung verlauft, heifdt Schubspiegelung. Sie wird auch a's Gleitspiegelung bezeichnet.

Frage: , Inwiefern stellt die Punktspiegelung nur _einen Spezialfall der Drehung dar ?*

Antwort:
Die Punktspiegelung ist ein Speziafall der Drehung, da eine Drehung (von einem Ding) um 180° um einen
Drehpunkt eben genau einer Punktspiegelung (dieses Dinges) an dem Drehpunkt (=Spiegel punkt) entspricht.

Aufgabe 3 — Zweiter Tell

Hinter einander schaltung von drei Achsenspiegelungen

Zeigen Sie, dass sich die Gesamtabbildung auch dann durch eine Schubspiegelung ersetzen lésst, wenn sich die
Achsen in genau zwei Punkten schneiden.

- siehe nachstes Blatt

2 ) )
nach www.visum.ewf.uni-erlangen.de
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Aufgabenblatt 5 - Aufgabe 1 (aus Staatsexamen 2000/1):

[...] 2. Erlautern Sie die Bedeutung von Kongruenzabbildungen fur
a) Symmetrien von Figuren [...]
3. Skizzieren Sie eine Unterrichtssequenz zur Erarbeitung der Achsenspiegelung!

Bedeutung von K ongruenzabbildungen fir Symmetrien von Figuren

»Erlautern” heifdt angeblich, sich total, allumfassend, von allen Seiten beleuchtend, Uber ein Thema auszul assen.
Dazu hab ich jetzt eher weniger die Muf3e, noch die Zeit. Deshalb kurz und knapp — denken Sie sich einfach das
Geschwafel drum herum dazu — warum die Kongruenzabbildungen so eine hohe Wichtigkeit bei Symmetrien
von Figuren geniefZen.

K ongruenzabbildungen sind ,, Aktionen bei denen ,gleiche’ Dinge rauskommen®* um es mal ganz platt zu sagen.
Und zwar zahlen zu den Kongruenzabbildungen:

Achsenspiegelung, Punktspiegelung, Drehung, Verschiebung, Schubspiegelung.

Mit diesen Aktionen lassen sich symmetrische Figuren bzw. Symmetrien in Figuren aufzeigen und erzeugen.
Symmetrien die Figuren haben kdénnen sind: Achsensymmetrie (konnten auch mehr Achsen theoretisch sein),
Punktsymmetrie. Durch Anwendung der Kongruenzabbildungsvorschriften kommt man zu symmetrischen
Figuren.

Unterrichtssequenz: , Erarbeitung der Achsenspiegelung”
Weg: Symmetrie > Achsensymmetrie - Spiegelung - Achsenspiegelung (o. s. &)
Motto bzw. Didaktik: , Lernen durch Erfahren“ - Spielerischer Umgang mit Spiegelungen und Symmetrien
Wege der Schulbucher:
Quelle: BSV_Mathematik_5; S. 104-107:
1. Achsensymmetrie
1.1 Mohile basteln (Schmetterlinge ausschneiden) - Symmetrieachse, symmetrisch
1.2 Mobile im Spiegel betrachten = Spieglungsachse, spiegelbildlich
1.3 Symmetrieachsen in Figuren finden; Symmetrien ergénzen
2. Achsenspiegelung
2.1 Klecks-Falt-Bild produzieren - Achsenspiegelung (erleben), zueinander symmetrisch
2.2 Zeichnen von Spiegelbildern = Achsenspiegelung (erzeugen)

Quelle: Formel_5; S. 38-39:

1. Achsensymmetrie bei Vdgeln beobachten - Achsensymmetrische Figuren

2. Achsensymmetrie selber erzeugen durch Basteln (= Weihnachtsbaum, passend zu jeder Jahreszeit)
3. Achsensymmetrie selber erzeugen durch zeichnerisches Ergénzen

4. Achsensymmetrie Definition

Quelle: MatheAktiv_5; S. Irgendwo:
1. Achsensymmetrie
1.1 Achsensymmetrie durch basteln (falten, schneiden) mit Papier erfahren
- Achsensymmetrische Figuren
1.2 (halbe) Figuren im Spiegel betrachten
- Spiegelachse, Symmetrieachse, spiegel symmetirsch, achsensymmetrisch
1.3 Achsensymmetrie in der Natur / menschlichen Technik beobachten und aufzeigen.
- spiderischer Umgang mit Achsensymmetrie und Spiegelbildern
2. Achsenspiegelung
2.1 Achsenspiegelung durch praktisches basteln erfahren.
—> Blatt Papier falten, dreimal mit Nadel stechen, auffalten und Punkt verbinden
2.2 Achsenspiegelung konstruieren (im Koordinatensystem) und Beispielaufgaben
2.3 Definition der Achsensymmetrie / Symmetrieachse.

Summa: Die Unterrichtssequenz wiirde damit etwa die folgend Gestalt haben: Beobachten, Erfahren und
Erzeugen von Achsensymmetrie an Hand von obigen Beispielen und Mitteln. Danach das selbe mit der
Achsenspiegelung. Erleben, Erzeugen, Konstruieren und Definieren der Achsenspiegelung.

» Typische M erkmale eines Geometrieunterrichts sind: Geometrie wird aus Umweltphénomenen erschlossen;
Geometrie liefert die erforderliche Sprache, um adaquat bestimmte Umweltphanomene zu beschreiben; die
Erforschung geometrischer Beziehungen dient dazu, Umweltphédnomene verstandlich zu machen; im Handeln
sammeln die Schiiler selbst geometrische Erfahrungen und wenden sie an.“® Version 2003-05-21 — 00:24 Uhr

s S. 11; http://www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~vollrath/papers/041.pdf
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Aufgabenblatt 6

Aufgabe 1.

b) Aktivitaten fur einen handlungsorientierten Unterricht zum Thema, Trapez*:

- Auflistung aller moglichen Aktivitéten:
- Beobachtungen: in der Natur, Technik, Baukonstruktionen, etc.
- Papier: basteln, schneiden, reif3en, kleben, falten, etc.
- Zeichnen: malen, skizzieren, zeichnen, konstruieren, etc.
- Geobrett: mit Gummi bespannen
- Computer: mit ,, Euklid DynaGeo" konstruieren

Alle Aktivitaten miissen nattirlich vorher oder wahrend dessen genau von der Lehrkraft erlautert,
vorgemacht und erklért werden. - Genau Anleitung / HowTo!

- Wasbringt die jeweilige Aktivitat? Wastragt siezum Thema bei?
- Beobachtungen: Erstes Interesse wecken; Grundproblematik aufzeigen; zeigen dass das
Phénomen in der Natur und der menschlich fabrizierten Technik Gberall in vielen Formen
vorhanden und zu finden ist. Ziel: besseres naturwissenschaftlich-technisches Verstéandnis die
umgebenden Umwelt betreffend. Konkret: ,, Wo sind Trapez in Natur/Technik beobachtbar?*

- Papier: Uber den bastlerisch-spielerischen Einstieg von grobschlachtigen Naherungen hin zu
einem kontrollierten Schneiden und Erstellen von konkreten Formen (= zwei-dimensional -
»plastischen” Konstruktionen). Konkret: , Trapez aus Papier ausschneiden!”

- Zeichnen: Zuerst wieder als Anndherung Freihand unterschiedliche Versionen (von Trapezen)
malen (auf Papier / Tafel / in den Sand); dann im Endschritt (das Trapez) mit Lineal (und
vielleicht sogar Zirkel) zeichnen und konstruieren. Konkret: ,Wie konstruiereich ein Trapez...”

- Geobrett: Vorteilhaft ist, dass das Geobrett wie eine Schiefertafel benutzt werden kann. Der
Gummi ist die Kreide, die Négel/Pflocken im Geobrett sind die Tafelflache auf der geschrieben
werden kann. Das Geobrett ist somit ein sehr leicht immer wieder veréanderbares
Darstellungsmittel dass sich ausgezeichnet dazu eignet erste VVersuch mit einer neuen Form
(Trapez) zu machen. Konkret: ,, Wir bespannen das Geobrett so dass ein Trapez raus kommt.*

- Computer: Letztlich mit ,DynaGeo" oder sonstigen Konstruktionsprogrammen am
Computer lassen sich die gemachten Erfahrungen umsetzen, ausprobieren, und vertiefen. Das
schdne an der computergestiitzten Konstruktion von Geometrischen Objekten ist jadie freie
Verschieb- und Abénderbarkeit des Objekts das man konstruiert hat. Konkret:* Trapez mit
DynaGeo im Computerraum am Personal computer erstellen.”

Im Grof3en und Ganzen kénnen die unterschiedlichen Aktivitéten aufeinander aufbauen und sich
gegenseitig erganzen. Benutzt man aber alle handlungsorientierten Aktivitéten, soist die
Unterrichtsstunde wohl schneller voriber als man gedacht... > Auswahl ist empfehlenswert! / Je nach
Vorhandensein der Mittel. (Gibt's PC-Raum mit DynaGeo? / Gibt's geniigend Geobretter? / Basteln
noch fur Alter adaquat?)

Fur ein Trapez eignen sich m. E. die folgenden handlungsorientierten Aktivitéten besonders gut:
1. Beobachtung 2. Geobrett 3. Zeichen/Konstruieren (4. DynaGeo)

Aufgabe 2:

a) Erlauterung zum Begriff " Haus der Vierecke":

- Sinn und Zweck der ,Hausder Vierecke® - Waswird erkennbar?
Mit dem Begriff "Haus der Vierecke" bezeichnet man eine graphische Darstellung von
speziellen Vierecken (Quadrat, Parallelogramm, ...), aus der man Beziehungen zwischen ihnen
ablesen kann;
so z. B. "jedes Quadrat ist ein Rechteck".

15



Elemente der Geometrie der Hauptschule— SS 2003 kein-plan.de/ewf

Wenn man von dem Haus der Vierecke spricht, so ist das irreflihrend, da es verschiedene
Moglichkeiten gibt, derartige Ordnungssysteme fir Vierecke zu erstellen.

- unterschiedliche Ordnungskriterien = nach Winkeln oder Seiten (oder...) geordnet

So gibt es ver schiedene M dglichkeiten um Ordnung in der Menge der Vierecke zu stiften,
man kann die unterschiedlichsten Ordnungskriterien (etwa: Langengleichheit von Diagonalen,
Orthogonalitét von Diagonalen, Gleiches Teilungsverhaltnis von Diagonalen, Langengleichheit
von Mittenlinien, Orthogonalitét von Mittenlinien, Gleiches Teilungsverhdltnis von
Mittenlinien, Kongruenz von Winkeln, Vorliegen rechter Winkel, Parallelitét von Seiten,
Langengleichheit von Seiten, Anzahl der Deckabbildungen, Vorhandensein von In- und
Umkreis, ...) wéhlen und schliefdlich gibt es vielfaltige Dar stellungsmoglichkeiten (Hasse-
Diagramm, Baumdiagramm, Tabelle, Venn-Diagramm, Buchstaben- oder
Zahlenkombinationen)um die erarbeiteten Systeme Ubersichtlich graphisch zu prasentieren.

- Beigpielhaft seien hier zwei mégliche Konzeptionen fir ein Haus der Vierecke kurz erlautert:

1. Man kann zum einen versuchen, die tblichen, von der Schulzeit her bekannten Vierecke
(Quadrat, Raute, Rechteck, Trapez, Parallelogramm, etc.) in einem System anzuordnen, um z.
B. zu zeigen, welches dieser Vierecke ein Spezialfall eines anderen ist.
Hierbei erhadlt man je nach Art und Anzahl der verwendeten Ordnungskriterien anders geartete
Héauser.

2. Umgekehrt kann man von einem allgemeinen Vier eck ausgehen und schrittweise immer mehr
Zusatzforderungen stellen (etwa: ein rechter Winkel, zwei rechte Winkel, drei rechte Winkel).
Wenn man dabel Kriterien wahlt, die nicht unabhangig voneinander sind, so muss zuerst
untersucht werden, welche Kombinationen der Kriterien bel Vierecken tiberhaupt mdglich sind
bzw. welche Kombinationen schon in anderen enthalten sind. Hierbei entstehen auch andere
Vierecke als die Ublichen.

Beispiel fur voneinander unabhangige Ordnungskriterien:
Die beiden Kriterien - Diagonalen sind orthogonal

- Zwei Seiten sind gleich lang
sind bei Vierecken voneinander unabhangig, denn es gibt sowohl Vierecke, die nur dem
Kriterium "Diagonalen sind orthogonal" geniigen, als auch Vierecke, die nur dem Kriterium
"zwei Seiten sind gleich lang" gentigen. Es gibt aber auch Vierecke, auf die beide Kriterien
zutreffen.

Beispiel fir voneinander abhangige Ordnungskriterien:
Die beiden Kriterien - Zwei Paar parallele Gegenseiten

- Gegenlberliegende Seiten sind gleich lang
sind bei Vierecken voneinander abhangig in dem Sinne, dass sie nur zusammen bei Vierecken
auftreten kdnnen, d. h. es gibt keine Vierecke mit zwei Paar parallelen Gegenseiten, bei denen
die gegeniiberliegenden Seiten nicht gleich lang sind und auch keine Vierecke, bei denen
gegentiberliegende Seiten gleich lang sind, die keine parallelen Gegenseiten besitzen.

Es gibt also nur Vierecke, die beiden Kriterien gleichzeitig geniigen.

Die beiden Kriterien - Drei rechte Winkel

- Diagonaen teilen sich im Verhdtnis 1:2
sind bei Vierecken voneinander abhangig in dem Sinne, dass sie nicht zusammen bei
Vierecken auftreten kdnnen, d. h. ein Viereck kann entweder drei rechte Winkel haben oder
seine Diagonalen teilen sich im Verhdltnis 1:2. Beide Kriterien kénnen nicht gleichzeitig auf
ein Viereck zutreffen.

[Quelle: MADIN: www.visum.ewf.uni-erlangen.de]
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Dar stellungsmoglichkeiten:

Hasse-Diagramm: Baumdiagramm:

kein-plan.de/ewf

Parallelogramme

l

Nicht-

Parallelogramme

I

| rechtwinklig I

T

I nicht-rechtwinklig |

T

zwei parallele
Kanten

keine parallele
Kanten

==

d Rechteck ] [R Rhomboid} | gleich- icht gleich-] [T 'dl
D I—Qua rat I[ echtec ] I autel [ om ldl fcf-]::nkjiges gé;e:‘ﬁlféis Trapezoil
Trapez Trapez
Tabelle:
Quadrat | Raute | Rechteck | Drachen-viereck | Parallelo-gramm gl.e| chschenk- Trapez
liges Trapez

Anzahl der
Symmetrieachsen 2 0 2 0 1 1 0
durch Seitenmitten
Anzahl der
Symmetrieachsen
durch Ecken 2 2 0 1 0 0 0
(Diagonalen)
Punktsymmetrie 1 1 1 0 1 0 0
Summe der
Symmetrien 5 3 3 1 1 1 0

Venn-Diagramm: Beispidl fur unterschiedliche Ordnungskriterien:

RBC%ltECkE Ra}lten Ordnungsknteren:
“Parallelitat der Seiten®, "Diagonalen othogonal™
|- Parallelo- ;] gin l?'apa.' paraiitTIIelr S-;Ih?l‘l
gramme / e 3) Diagonaken ertogondl / Rte \
I Vierecke E ‘ @ ﬂ
F’"ir'illc'lugr'u Drachen P?r'sllrlugr'um
Qua;:lrate | / |
r:pc( f'.lDCI_ II
N e

afigemeines Viereck

Haus der Vierecke nach Konzeplion

Die Oblichen Vierecke nach deno. g

Kriterien angeordnet.

Buchstaben- oder Zahlenkombinationen:

©.0)

(1.0) (URY

en  dn 02)

3.0
G.1)

@D 12

4,0 22)

@1 32)
’—l

“.2)

. 1 | (x,¥) mit x: Anzahl rechter Winkel
y: Anzahl paralleler Kantenpaare

afigemeines Viereck

Haus der Vierecke nach Konzeplion i
Wom allg. Viereck ausgehend, werdan
immer mehr der o. g. Kriterien gefordert
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Aufgabenblatt 7 - Geometrie (HS) SS2003

Aufgabe: Internet-M aterial

Beurteilung von Internetseiten beziiglich Ihrer "Verwendbarkeit" zum Thema"Vier ecke":

— -Unterrichtsmaterialien: ,Mathematik-Register »Java-Applets zur Veranschaulichung
Inter—nets % von A bisz* mathematischer Sachverhalte"
eiten von Dieter Welz http://www.zum.de/dwu/umamaz.htm von Walter Fendt

http://www.zum.de/ma/fendt/md/md.htm
Beurtelil urigs-
kriterien
»Wasgibt's | Unterrichtsmaterialien, sprich: Folien- und Interaktive Java-Applets
denn da?" Arbeitshldttervorlagen zu sehr vielen Speziell:
mathematischen Themen. Sehnenviereck, Tangentenviereck, und... ?
Register-Punkte: Arten von Vierecken; Besonders unterhaltsam:
Drachenviereck, Parallelogramm, Quadrat, Raute, Weihnachtsrétsel 1999
Rechteck, Trapez.
Brauch- Zur Unterrichtsvorbereitung in so fern von Nutzen, | Man kann sich selbst einige Dinge noch mal
barkeit zur wenn man Material als Kopiervorlage oder Folien klarmachen und ausprobieren. Evtl. als
Unterrichts- | braucht und noch keines hat. Wie man es den Interaktives Element in den Unterricht
vorbereitung | Schiller/innen dann riber bringt ist nicht gesagt. einplanen.
Verwend- Es gibt Kopiervorlagen mit L lickentext den die Die beiden Java-Applets laden zum spielen
barkeit im Schilerinnen und Schiller dann selbststéndig unter | ein; die vier Fragen jeweils unter dem
Unterricht Anleitung und Vorgabe des L ehrkdrpers auszuflllen | interaktiven Applet setzten aber schon
haben. Ausserdem gibt es farbige Ldsungsfolien die | Vorwissen voraus und bilden somit auch
die Lésung fir den L tickentext bilden. eine Abfrage des gelernten Wissens.
Teilweise sind aber auf einem ,, Thesen- Vorstellbar wére, dass die SchilerlNNEN
Blatt" verschiedene Schwierigkeitsstufen selbsttétig am PC die Innen- und
festzustellen, die sich nicht fir alle Klassen eignen | AulBenkreis-vierecke interaktiv erkunden;
(= Sinus, Wurzdl). oder aber per Beamer und gemeinsamer Lsg.
Fachliche Wirkt sehr korrekt. Beweise gibt’s zwar weniger, Die Java-Applets sind fein programmiert;
Korrektheit | eher Veranschaulichungen. Aber so as Formel- jedoch ist Euklid's DynaGeo um Weiten
der bzw. Fakten-Sammlung taugt es doch sehr gut. besser. Freiheiten in den Applets sind doch
Darstellung teilweise zu eingeschrankt. Fragen und
Antworten sind auch gut gewahlt.
Voll- Mhmm. Muss ich doch den Bronstein herausziehen? | Also zum Thema Vierecke ist hier eher alles
standigkeit unvollstandig. Ist jaauch nicht die Intension
der Angaben der Applet-Seite.
Methodische | Alszusammenfassende Erkenntnisse Uber die Schilerinnen und Schiler im PC-Raum die
Hinweise Vierecksarten taugen die Mediensétze. Wie man dort | Applets selber erfahren und mit spielen

hin kommt ist eine andere Geschichte.

lassen. Aufgabenstellungen durchgehen...

Authentizitat

Die Echtheit, Zuverlassigkeit und Glaubwirdigkeit

Funktioniert. Also gut!

der Quellen | von Dieter Welz Arbeit sei aul3er Frage gestellt.
Vielfalt der Ich wirde es mal knappe komplette Vielfalt nennen. | Vielfalt ist eher weniger vorhanden... Die
Materialien | Allesist da—jedoch irgendwie hastig dargestellt. zwei Beispiele geben keinen Uberblick tiber
Beim weiteren Sichten mussich feststellen: Herr die Vielfat der Vierecke. Schone Spielerei
WEelz hat da eine math-phy-Unterrichtsmaterial - mit angehangten Aufgaben.
Enzyklopéadie geschaffen. Ehrgeizig gut!
Benutzer- Navigation: Navigation:
freundlich- sehr gut, da alphabetisches Verzeichnis! Applets sind interaktiv. Mit einem , klick-
keit (Navi- Ubersichtlichkeit: und-zieh" werden die Figuren per Maus
gation, Uber- | gut, immer gleicher Aufbau bei den Mediensitzen. | (fast) nach belieben verandert.

sichtlichkeit)

Ubersicht: gut.
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Aufgabenblatt 8

Aufgabe 2 b)

Nennen Sie zwei charakteristische Schiilerfehler beim geometrischen Beweisen und machen Sie den Fehler an je
einem konkreten Beispidl klar.

Laut Wiirzburger MADIN®...

Becker (1985) untersucht im Rahmen einer schriftlichen Befragung die Fehler von Schilerinnen und Schilern
der Jahrgangsstufen 7 und 8 bei geometrischen Beweisen. Auch Andelfinger (1988, 258) beschreibt Fehler von
Schiilerinnen und Schiilern der Sekundarstufe | beim Beweisen. Einige char akteristische Schilerfehler, die
diesen Arbeiten entnommen sind:

Schilerinnen und Schiler messen die Gré3en in der Beweisfigur nach, anstatt zu beweisen. Auch
Mischformen kénnen auftreten: Schiilerinnen und Schiiler reihen Passagen, in denen sie nachgemessen haben,
und Passagen, die die Form eines deduktiven Beweises besitzen, aneinander.

Schillerinnen und Schiiler verstehen einen Beweis als eine Rechnung, in deren Rahmen aus den bekannten
Grofen einer Figur die unbekannten zu ermitteln sind.

Schillerinnen und Schiller schreiben Texte, die zwar in ihrer aulleren Gestalt an einen Beweis erinnern und
einige formale Elemente von Beweisen enthalten, inhaltlich jedoch nicht stimmig sind.

Schilerinnen und Schiiler gehen schon von einer (zu speziellen) Beweisfigur aus, die zu beweisende
Eigenschaften (rechtwinklig, gleichschenklig, symmetrisch) bereits vorwegnimmt.

Schillerinnen und Schiiler verwenden unpassende Hilfsmittel oder sie verbinden mit einer Hilfdinie zu viele
Eigenschaften. So wird bei spiel swel se die Winkel hal bierende eines Dreiecks zugleich als Mittel senkrechte der
gegentiberliegenden Dreiecksseite oder die Winkelhalbierende eines Vierecks zugleich als Diagonal e des
Vierecks betrachtet.

Schillerinnen und Schiiler unterscheiden nicht zwischen Satz und K ehr satz sowie zwischen notwendigen und
hinreichenden Bedingungen. Nicht selten gehen sich auch schon von der Behauptung aus und ziehen so lange
Folgerungen, bis eine wahre Aussage auf dem Papier steht.

nun zwei charakteristische Schilerfehler im einzelnen...

1. Beispiel eines Beweises, in dem unpassende N
Hilfsmittel verwendet werden ="

(ausgehend von den Winkelsitzen an -

: T
Zu beweisen ist der Winkelsummensatz im Dreieck - RE \
parallelen Geraden). Ein 17jahriger Schuler versucht, -~ i
I

den Winkelsummensatz im Dreieck durch das Bilden =
rechtwinkliger Teildreiecke und deren trigonometrische

Auswertung nachzuweisen
Quelle: Andelfinger (1988, 263)

2. Beispiel eines Beweises, in dem das M essen
eine zentrale Rolle spielt

Der Bewels eines Schllers sieht wie folgt aus:

Satz: Sind in einem Dreieck zwel Winkel gleichgrof3, so ist das das Dreieck gleichschenklig.

4 http://www.bmbf.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/visum/index2.html
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Voraus. o = 3

Behau. A=B

Hilfdl.: Winkelhalbierende durch y

Wir haben jetzt zwei Dreiecke rechtwink.

Wir messen beide rechtw. Dreiecke:
Links Rechts

AD: 15cm DB:1,5cm

DC: 2,5cm DC: 2,5cm
CA:29cm BC: 2,9cm

Die beiden sind kongruent (deckungsgleich).

Dadie Winkel o und 8 gleich sind, sind auch die Strecken AC und BC gleich.

Quelle: Becker (1985, 49)

Aufgabe 3: Beweisen Sie mit Hilfe kongruenter Dreiecke:

a) In einem gleichschenkligen Dreieck ist eine der Hohen gleichzeitig Seitenhalbierende’®

5 http://www.bmbf.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/visum/index2.html

kein-plan.de/ewf
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Der Kongruenzbeweis

kein-plan.de/ewf

Unter einem geometrischen Beweis versteht man die allgemeinglltige Begrindung

eines geometrischen Satzes.

Beispiel:
Es soll der folgende Lehrsatz bewiesen werden:

. Wenn das Lot von einer Dreiecksecke auf die gegenuberliegende Dreiecksseite die

Dreiecksseite halbiert, dann ist das Dreieck gleichschenklig.”

Die Bedingung ,,Wenn das Lot von einer Dreiecksecke auf die gegeniberliegende
Dreiecksseite die Dreiecksseite halbiert” heil’it Voraussetzung des geometrischen

Satzes.

Die Aussage ,,dann ist das Dreieck gleichschenklig” heiit Behauptung des geome-

trischen Satzes.

Nun ist der Beweis zu erbringen, dal die Behauptung richtig ist. Dabei diirfen nur die
Voraussetzung und bereits bekannte Lehrsatze verwendet werden. c

Beweisfihrung:

Aus nebenstehender Zeichnung ist ersichtlich, dal die Drei-
ecke ADC und DBC kongruent sind. Sie stimmen in den
Léngen zweier Seiten und dem MaB des eingeschlossenen
Winkels Uberein (AD =DB; «+ CDA=%BDC =90°; CD=CD).
Da kongruente Dreiecke in entsprechenden Sticken uber-
einstimmen, sind die Seiten [AC] und [BC] gleich lang.
Damit ist die Behauptung bewiesen.

A D B

Kurzform. 30K
Voraussetzung: [CD] L [AB]; AD=DB
Behauptung: AC=BC
Beweis: Man betrachtet die Dreiecke ADC
und DBC.
(1) AD= DB (Voraussetzung)
(2) *CDA=%£BDC =90" (Voraussetzung)
(3) cb= CD (gemeinsame Seite [CD])
Aus (1), (2) und (3) folgt:
AADC =ADBC (SWS)
Damit gilt:
AC=BC

Der Beweis wurde mit Hilfe eines Kongruenzsatzes gefuhrt. Man nennt diese Art des

Beweises einen Kongruenzbeweis.
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Der abbildungsgeometrische Beweis

Auf der vorhergehenden Seite wurde der Lehrsatz

..Wenn das Lot von einer Dreiecksecke auf die gegeniiberliegende Dreiecksseite die
Dreiecksseite halbiert, dann ist das Dreieck gleichschenklig”

mit Hilfe von kongruenten Dreiecken bewiesen. Da das gleichschenklige Dreieck eine
achsensymmetrische Figur ist, kann der Beweis auch mit Hilfe der Lehrsétze der Achsen-
spiegelung erbracht werden.

Nach Voraussetzung halbiert das Lot von einer Dreiecksecke auf die gegenlberliegende
Dreiecksseite diese Dreiecksseite. 1

Die Behauptung lautet: Das Dreieck ist gleichschenklig. ic

Beweisfihrung:

Die Strecke [CD] steht senkrecht auf der Strecke [AB] und
die Strecke [CD] halbiert die Strecke [AB]. Damit sind die
Punkte A und B beziiglich der Geraden CD zueinander
symmetrische Punkte. Der Punkt C ist Fixpunkt. Damit sind
[AC] und [BC] zueinander symmetrische Strecken und des-
halb gleich lang.

Kurzform: B g i
Voraussetzung: [CD] L [AB]; AD=DB
Behauptung: AC=BC //-
Beweis: (1) [CD] L [AB] (Voraussetzung) A .J‘l
(2) AD=DB (Voraussetzung) iD B
Aus (1) und (2) folgt: A +—SP2 5 B
Da C e CD, folgt: Gk, @
Somit gilt: [AC] —2— [BC]
Also: AC = BC

Der Beweis wurde mit Hilfe von Lehrsatzen der Abbildungsgeometrie gefiihrt. Man
nennt diese Art des Beweises einen abbildungsgeometrischen Beweis.

b) Formulieren und beweisen Sie den Kehrsatz von

»In einem gleichschenkligen Dreieck ist eine der Hohen gleichzeitig Seitenhal bierende”

K ehrsatzmdglichkeiten:

1., In einem nichtgleichschenkligen Dreieck ist keine Hohe gleichzeitig auch Seitenhalbierende.”

2. ,Nicht in keinem ungleichen und nichtschenkeligen Nichtdreieck ist keine der nicht vorhandenen

Hohen
niemals zur gleichen Zeit auch Nicht-Seitenhalbierende.” ;-?

kein-plan.de/ewf
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Aufgabenblatt 9 — Geometrie (HS) SS 2003

Aufgabe 1: Zerlegungsbeweis des , Satzes des Pythagor as'®

Beweisidee: Wir zeigen, dass wir aus der
linken Figur, deren Flacheninhalt & + b2
betrégt, durch geeignete Zerlegung und
anschlief3ender Drehung, ein
flécheninhaltsgleiches Quadrat c? erhalten.

Aufgabe 2:

1. Ist nicht zu Bearbeiten

2. Anwendungsmaoglichkeiten des ,, Satzes des Pythagoras‘ (und Umkehrung) in der HS

In dem Lehrplan der 9. Klasse an der Hauptschule heif3t es:

»9.3 Geometrie: [...] An konkreten Modellen (z. B. Zwdlfknotenschnur, Maur erdreieck) begegnen ihnen
Phanomene, die zum Satz des Pythagor as fihren. Bei der handlungsorientierten Erarbeitung dieses Satzes
lernen die Schiller auch einfache Beweisfihr ungen kennen. In diesem Zusammenhang kénnen sie einen
Einblick in die Geschichte der Mathematik, vor allem im antiken Griechenland, gewinnen.* ’

Zwolfknotschnur:

»Mit Hilfe des Dreiecks mit Kantenléngen von 3 : 4 : 5 wird der rechte Winkel erzeugt. Die
Zwolfknotenschnur (3 + 4 + 5 = 12) war ein gebrauchliches Arbeitsgerét, das diese
Dreieckskonstruktion erleichterte. Mit ihr lassen sich auch noch viele andere geometrische Operationen
in einfacher Weise durchfiihren.” 8

Geschichtlicher Hintergrund:

»Pythagoras von Samos (570 bis 500 ?v. Chr.) Der nach ihm benannte pythagoreische L ehrsatz besagt,
dass in einem rechtwinkligen Dreieck die Summe der Kathetenquadrate gleich dem

Hypotenusenquadrat ist. > c2=a + b?

Er zdhlt zum altesten geometrischen Wissen der Menschheit. Bereits auf babylonischen Keilschrifttafeln
(2000 — 1500 v. Chr.) finden sich Tabellen mit pythagoreischen Trippeln (a, b, c), die vermutlich zur
Konstruktion rechter Winkel dienten.

Hippodamusaus Milet (5. Jahrhundert) Erster Theoretiker der Architektur und Stadtplaner aus der
Schule des Pythagoras entwickelte die Rasterstadt (Campus Initialis). Seine erste Musterstadt soll Pirdus
gewesen sein. Die Stadteinmessungen wurden wie seit der Antike mit M ess-Seilen durchgefihrt. Mit
dem Mess-Seil kann fast jeder Arbeitsschritt, der eine hohe Genauigkeit verlangt, durchgefiihrt werden.
Mit Hilfe der Kantenldnge des Dreiecks 3 : 4 : 5 wird der rechte Winkel erzeugt. Die
Zwoélfknotenschnur (3+4+5=12) war ein gebrauchliches Arbeitsgerét, das diese

Dreieckskonstruktionen erleichterte. °

Bilder zum 3-4-5-Verhdtnis auf der néchsten Seite...

6 http://www.mathematik.uni-wuerzburg.de/~vollrath/Didaktik/pythagoras/sitel4.html
Y http://www.didmath.ewf.uni-erlangen.de/V orlesungen/L P_HS/hslp9.htm

8 http://www.histori sches-franken.de/stadtpl anung/einl eitung/vermessung.htm
° http://www.vermessungsbuero-mueller.de/F/| EA5D99B-001.apd/museumsvortrag3.pdf
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o Bild links: Auch in den mittelalterlichen Stadtgriindungen z.B. Speyer wird im Wesentlichen

ADLLES S i T mit der Harmonie der Zahlenverhétnisse im rechtwinkligen Dreieck 3 —4 — 5 gearbeitet. In
T ‘;;|+;! """|"! +_ I den Bauzeichnungen, sowohl im Aufrisswie auch im Grundriss taucht die Harmonie der
S Zahlenverhéltnisse im rechtwinkligen Dreieck wieder auf.
- - - Bild unten: Der Grundriss von Neapel unterlegt mit der Dreiecks-Harmonie 3-4-5 als
QIR Vs svavavaved v |
45 ,._.hL ] A= Grundraster.

| R Ll % Pythagorasin der Welt:
bR ;,‘ "\\
B - praktisch (fast) Uberall wo recht

B i g Winkel auftauchen.
fizm . [* | . - Doppeltes pythagoreisches
i1 ld ‘]

i 1| - Vierfaches pythagoreisches

. Dreieck ergibt Rechteck.
il 5 Dreieck ergibt Parallelogramm.

A
W ey
[ s S,/ (B

Die Umkehrung des Satzes des Pythagor as lautet (Beweis): *°

Wenn Dreieck ABC ein Dreieck mit den Seiten a, b, cist und die Beziehung ¢ = &+b? gilt, dann ist Dreieck
ABC ein rechtwinkliges Dreieck mit [AB] as Hypotenuse.

Beweisidee: Wir gehen von einem rechtwinkligen Dreieck mit den Katheten aund b aus und zeigen, dass dieses
kongruent zu dem im Satz formulierten Dreieck ist.

Sei A'B’C’ dagjenige rechtwinklige Dreieck mit rechten Winkel bei C’,
fir dessen Katheten [A°C] und [B'C’] gilt: JA'C[=bund B'C’|=a

Dader Satz des Pythagoras auf Dreieck A'BC" zutrifft, gilt fir dessen Hypotenuse:
IA'BF=|ACF+|BCP dso JA'B =& +b’

Wegen der Voraussetzung ¢? = a®+b? folgt hieraus JA™B’[* = ¢, was nur fiir JA*B’| = ¢ mdglich ist.

Damit stimmen Dreieck A'B°C’ und Dreieck ABC in allen drei Seiten tiberein. Sie sind demnach kongruent, was
zur Folge hat, dass auch Dreieck ABC rechtwinklig ist mit [AB] als Hypotenuse.

10 http://www.didaktik.mathematik.uni-wuerzburg.de/material/pythagoras/site31.html
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Die Umkehrung des Satzes des Pythagor as (Schulbuchseiten) **

4 Umkehrung vom Satz des Pythagoras

1

L LR L Ll "-,.q"_'lq 'I'" —pEd :_.-..uH."-----u----|-r--|.r----|r-r-r-—-|-|---_-rq-r|-."pn-qpqq;.qqn-"'.'l““,'."_.j“"‘.‘l
St it

e

Fig. |

ad Dl Agypten (um 2000 v Ched mossten ach der jibelichen Milschwemme die Pelde
mew vermessen werden, e .,,.‘;in.,:llu|1;_|.|'|r||.:|" benulizlen doen erne Knotenschour mn Knoden in
gheichen Abstibnden (Fig, 23 Seichne ¢in solches Dingieck, Miss die Winkel

b} Aeichnet mit Hilfe siner Bnotenschnur auf dem Schulivof gin rechowinklizes Dreieck.

) Ineiner indischen Schrift (erwa 400 v Che) findet man als Anweisung:

Fig. 3
E " i
1 T i Tt ]
1 i Hiildee _ ey e
A g wanab A B Verlimgeoung A
Minnm cine Sctusur, die v dee Subee vine Marke BMoan den Belestize die Schnar bei A wnd
Fig * Hiille Binger als A osr, G, el dir Yerliingeoung. B ache b M.

Feichne gine [ 2om lange Srecke. Probiere die Anweisung mit ¢iner Schnur oder ¢inem
Bindfaden aus. Feichne das eatstandens Deeicck. Miss seine Winkel.

2

4 5y I» i
[ .
L= % i
Fig. 4
Fig. 1 snedin piven - __ : rae ) iLilr e 1y
s einer Darsfeling Fig. 4 zeigt drei Dirciccke mit ihren Scitenguadraien.
Areler Grebbaser de ) Bestimome fir jedes Dreieck die Flicheninhalte der grinen Ceadiaie uad addicre sie.

elwrradis Mernessers

bk Al Gueng e Ferglenche jeweils it dem Flcheninhalt des arangefarbenen Cuosdreans
fharss JUND o s b} Fiir welche dieser Dretecke gill a® 4+ b% = ¢

1 hitp:/Awww. uni -giessen.de/math-didaktik/dic/l oesung/doc/loes 137.doc
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Ihe fewersiiee herdein
aa, cin rEckbe ks
Fresiciw PR oo Sevrsins-
fviivk
ABL Eeavpraent Gan Lo

e, a2

TR TR RV R T TR
ASC eechnriiig sean

Schreibl man den Satz des Pythagosas in der Wenn-Dann-Form, so laotet er
Menn ein Dreieck rechiwinkhz ot der Hypotenese ¢ is1,
dann gilt for die Seiten a, b, ¢ des Dreiecks: a2 + b2 =20
Anch die Umbehrung dieser Aussage istcin Sule:

Wenn in einem Dreieck mit den Seiten 2, boo gl a2+ he=cf,
dann st das Deeicck rechiwinklig mic der Hypotenos:e ¢

Beweis der Umkehrung des Sataes des Pythagonas:
Fiir cin Dreleck ABC soll a® 4 b* =2 gelten (Fig. 1),
L Zua, bogibin es sleis ¢in rechiwinkliges

Drreieck POR mit den Katheren a wnd b

(g 2.

2. Fir dus Dineieck POR gilt der Salz des C
Pythagoras. Also ist F":_.!:_-_J.; i b b i
SoAus 2 folet PQ=va'+b! =0 /

4. Wipen 3, sl che Drerecke ABC und ;

PO kongroent (Rongraenesane ss8], alse
ist auch das Dreleck ABC rechiwanklip, Fig. | Fg. 2

Reispiel

Priile, ob ein Dreieck ant den Sciien a=40cm; b=4lom: ¢ = %cm rechtwinkiig is1,
Ldspng:

Ty Funife eivnes vechiwinklinen Dvefecky sauss e Siegaee Sedee die Hyporenuse sei.

Baiar a1 = 1681 400 = 16K, 9% = E1; also 412 = 402 = 92, das Daeieck =1 somit rechi-
winklig,

Spezidlle Lernziele:
- Historisches Anwendungsaufgabe in die ,, Sprache am rechtwinkligen Dreieck” Ubersetzen
- Umkehrung des Satzes des Pythagoras entdecken und kennen lernen
- Beweisfir die Umkehrung des Satzes des Pythagoras verstehen
AllgemeinereLernziele:
» Wenn-dann-Form*“ flr einen Satz anwenden
- Kennen lernen, wie die Umkehrung eines Satzesin der ,, Wenn-dann-Form" gebildet wird
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3. Unterrichtseinheit, in der der Satz des Pythagor as er ar beitet und begr tindet wird*?

kein-plan.de/ewf

3 Der Satz des Pythagoras

—x—

Fig. 2

1 Al einer alten babylomschen Keil-
schrifttate] aus der Zeit von etwa 1700
v.Chr finder sich folgende Aufgabe (in heu-
tiger Sprechweisel vel. Fig, 2.

Ein Balken von 1 g1 Linge (das sind etwa
A sleht wn eaner glaich hohen, senkrech-
ten Wand, Wie weil wurde der Balken von
der Wand wegoexzogen, wenn er von oben
s gt herabgekommen isr?

ad Lise die Aufpabe durch swenmalige An
wentung des Kitheensaloes,

bl Drucke dic Lange x dunch d und b aus.

2 Verpleiche beim rechiwinklizen Dieieck in Fig. | die heiden Quadsane iber den Kathe
ten rt dem Creadesn fiber der Hypotense,

Bel geometrischen Berechnungen, wie @ B der Bestimmung eines Flicheninhalis, benditiot
man haufig dic Linge ciner Strecke, die nicht gegeben oder nicht messbar ist. Handelt es
sich dabei um eine Seiwe cines rechtwinkliger Dretecks, dessen bawde anderen Seilen pege-
ken oder messhar sind, so kann o diese deme Sene berechnen

Fiir rechiwinklige Drenecke besteht cin

cinfacher Zusammenhang @wischen den
Katheten a und b und der Hypotenuse c:

Nach dem Kathetensae gile:

et senp
Il: bimg.g

rie Addition beider Gleichungen ergibi:
al+hli=ep+eog=cipegi=c-c=cl

Fasst man a2, B und 2 als FEichem nhalie

anl, w0 l_,'rj_l_ll'-l s1ch e

Satx des Pythaporas:

In jedem rechiwinkligen Dreieck haben

i Cruadrate uber den Katheten susammen
den gleichen Flacheninhalt wie das

D s s oo Quadeat Gher der Hy potenuse.

sl Qoesdray emer Kanbeve
1 Ly Sedtche cley | Bs l'ill'
i Mg | g

A+ h! =‘-:

(Fig, 4)

Spezidlle Lernziele:
- Kathetensatz anwenden

- Satz des Pythagoras aus dem Kathetensatz herleiten
- Satz des Pythagoras a's Fléchensatz kennen lernen

12 http://www . uni-giessen.de/math-didaktik/did/l oesung/doc/loes_137.doc

er Sate des Pythiggoras wand benannt nuch Pythagoras ven Samos (etwa 380 — 500w Chr),
chwohl der Suie schon etwa 1700 v. Chr. benoeet wuorde, vel. Aufoabe |.
Drer folaende Beweis oeht vermulich aut Pyihagoras oder einen seiner Schitler uriick.
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L F

L i B

=

f1

befian betrachier au cinem rechiwinkligen Dreicck ABC dic | Pyihagoras-Fiaurs, Yon il wer-
den in der oberen Beihe von Fig, | die beiden Katherenguadrate zum Cheaden RDEFG er
ganzl, dic crginzien Drciecke sind simthich swm Decreck ABC kengment

I der umteren Rethe von Figs | owind das Hypotenusenguadrat durch vier sum Dreieck ABC
kongruente Dresecke ergiined. Wegen o+ = 90° entsteht cin Quadrar PORE.

e Quadrane DEFG und PORS haben dic Scirenlingenr a + b, sie sind gleich prod, Dam
sind dic beiden Kathetenguadrate zusammen wnd das Hypotenusenguadeat ergiineungs-
leich, zie haber also denselber Fliichemnbhaln,

SpezidlesLernzidl:

- Satz des Pythagoras durch ,,Umlegen von Figuren* nachweisen
Allgemeines Lernziel:

- ,Beweis' durch Handlungsorientierung kennen lernen

Im folgenden noch einige interessante Seiten zum Thema Pythagoras aus einem Schulbuch...

kein-plan.de/ewf
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Weitere Beweise fiir den Satz des Pythagor as (Schulbuch): **

i

Fig § afamast o den

vttt vl kil

alpe fnvdenfesslsreg Marsne!-

rohgn M-
rpnahe s

fiig ey gies
Wi, s
e I TR

Sher il e e
atavnm aun fmafen et
DR 0 e D muesd-

Selfes
e §

skt Seine

e Fp F fFedler avck b
s ngdieeken Matkeasel.
ber Bl rkara
Fladl, aiive

periaeiet Lo il
{I482 — PET0 befiiaane
anck vl et I sl
Mavke gk, derbheasmi-
i adt eler Gieawiietnie,

Ther Plilazopk Avtkar
Solspaniyauer | TIN5 —
AEe ke rie o Dl
reialiedhes s viekier Wi
me i der Mathesmaih. Al
ol 27 i, w -

Eveanaes sl

]

wir i Anipabe 25

Weitere Beweise fiir den Sate des Fythagoras

23 Der Bewers von Buklid {300 v. Chr.):
a) Wergleiche in g, | die Flicheninhalie
des Kathetenguadrates FEAG it dem des
[rerecks FRO, des Dirgiccks ABD und des
Rechlecks mil den Seiten BD und DL
Gehe entsprechend ma dem zwelten Eathe-
tencuadnat vor.

by Wergleiche dicsen Beweis man den Be
wizls des Kathetensatzes,

24 _Der Stuht der Grn® (Fig. )

a) Wo befindet sich in Fig 2 das rechiwink-
lige Dreieck, wo dic Kathetenguadrate, wi
dus Hypolenusenguadrear?

by Erganee das gelbe Fiinfeck aul 2wei Ar-
ten. Zoioe so, dass dis Hypolenusenguadral
rerlepungseleich zu dien beaden
Katheterguadeaten ist.

25 Beweis dorch Flichenberechnung:
Diiicke 2u Fig. 3 den Fliichemnhalt des Hy-
potenusenguadrats durch die Flicheninhalie
der Tealflichen aus, Werginfache die sach er-
sebende Glewhong.

26 Beweis von Leonardo da Vinci:

i) Welche Symmetriseigenschaften bt dias
bliw gritn} umrandew: Sechseck in Pig. 47
bl Zeige, dass nun eine Hiilfte des einen
Sechsecks durch eine Deehong in eine Half-
te des anderen Secheecks GberlGhien kann,
Wi Tolgt daraus fur die Flicheninhali: bei
der Sechsecke baw, der deel Cuadrae!

FAT  Ferleaungsbewens von
Schopenhauner:

In Fag. 5 =ind alle Treanlinicn parallel zu -
ner der Drreiecksseiten., Jeige:

e Dreiccks bew, Wierecke 1, 2,3, < wnd 5
sind joeweils kongruent,

Uberdege dazy, wic man die Dreccke bew.
Vierecke anfeinander abbilden kann,

28 Beweis von Garlield iFig. 6):
Bencchine den Flicheninhalt des Trapezes
PORS auf zwel Arten; mit der Flichenfaor-
me] und als Summe der Dreiccke.
Wereinfache die sich ergebende Gleichung.

SpezidllesLernziel:
- Waeitere Beweise fiir den Satz des Pythagoras kennen lernen
Allgemeines Lernziel:

- Beweise nach verschiedenen Aspekten vergleichen lernen

1 http://www.uni-giessen.de/math-didaktik/did/loesung/doc/loes 137.doc

Fig. &

kein-plan.de/ewf

Fig. 4
2 i
3
Fig. 5
e
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(Noch mal) Geschichtliches und M athematisches:

kein-plan.de/ewf

Von Rechensteinen zu den pythagoreischen Zahlen

e Ranz des Pythagoras
D sl ean hen gecmetri-
sehen Berechnongan il
benotigier Sate. Pragl nw
pemanden, der schon Llinges
neehit mehr wur Schule zeht,
weas er woch aus dem Mathe-
matikuntemiehl el s
den Satz des Pythasorns
kann er sich melstens noch
errmaern. Manche denken,
Pruthaguris voa Sanmos war
der bedeutenuste grechi
sche Mathematiker, viel-
letehn der bedeurendsoe Ma-

thermatiker itberhaog.
Pythagaras von Sanos
Lot 380 =500 v, Chrj

Wirn setnen Zeitgenossen wurde Pythagonas eher als religideer Pro-
phet betmachiern Hanowuarden alleclel Wundergescliclien nachoesagl.
Belegt isl, duss e 5300w Chee vor dem Tyvrannen Polvines nch Koo-
ton in Ceritalien ok, Do sammelie or cinen Keels von Praves aod
Mannern um sich, diz ihn als rehgiésen Filrer verchoen. Er predigle
e Unsterblichkeit der Seele, fordere eine bescheidene Lebens-
fithrung und lehrie Astrenomie, Mathemtis, Muosik and Philosophic.

[z mentrale Anlicgen von Pytiugons wid seinen Schulern (man be
seichnet sie heute als die Pythigoreer™) war das Streben nich Har-
menmie, uned swar auf allen Gebicten.,

Holzschnitt aus F Gatfurio: Theoria musice, 1492

14 http://www.uni-gj essen.de/math-di daktik/dic/l oesung/doc/loes 137.doc

Dbt grehiaren fus sic Musik, Harmonie
pnd Zahlen wnlrenebar pasammen. Mit dem
Wunach nach Hemnemie war soch ein Sine-
ben nach Freundschafl swoischen allin Men-
seden und Ticren verbunden, Bei den Pythis
soreern wten dafter Mineer wnd Frauen
cleichweriig und glechberechiign auch
Auslindern wuarde lreundschalthch dic
Hanid peveicht.

I erner der vielen Legenden um Pythagoris
wird behueplel, e kiive bei der Eatdeckung
des mach thm benannten Satees 100 Ochsen
geopters (und daher wirden noch heule alle
Ukchisen dhe Envdeckong von Wahrheinen
fiirchten!y, Dies kann aber aas 2wel Griin-
den nicht stimmen; Binersens bat er den
Sate nicht enideckl, andererseats e e nie
ein Tier seronet.

Uber die mathentischen Tatigkeiten der
Pythagoreer wird benehier, dass sie sich mit
{Bechen-iSwinchen beschiilingion. Archi
miedes schrich spitter, duss sie Aahlen in
die Gestall vonr Deetecken und Vierecken
stellten’. Besonders wichiie (man RGnnte
Fast sagen: heilig) wir thnen die

o Tetrakiys'™:

ricses voellkommens: [Diaeck™ stelln dar:
1+2+3+4=10,

Pyihageras sell cirmal cinen Freund gebe
ten halsen o #hlen. Mach 1, 2, 3, 4 unler-
brach eribn: Siehst Da? Was du 8ir 4
haltst, ist 10 ein wollkomomanes Dirgicck,
wadd wnser Bid.”
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Drreiecksxahlzan ‘. usw. Acbdiert man suf beiden Scien 1, soerhal

. @,@ 1L
- M {:}-{:}{:} (3 n+l=limi+1)
. M D’G D D"D'O‘O Cusdrier r|1;:|-1 die Gleichung : i
; i £ s ergibt
.' M G{}D G’Q’D{:} G"DGDD s1ch:

I+2=3 T+2+3=f  1+2+3+4=10  1+243ad+5=15 t‘|3+2||—|=g'"':_,-_—|-|.

Fig. 1 Ensetsen der Gleichuagen €23 undd 1) Tiho
Chasdrnizahlen 5%, £1

. OO i ul:'.i-.l :" el urﬁ;.g i
53] @ @ Cromar waren fiir jode ungerade Fahl m drei
B D SDOB Chagirateailen o, B2 i= m21 und ¢F gefun-

] den mit af + b =02, der Formel wns dem

@ @ @ @ @ @ @ @ @ e des Pythagoras
@ % @ @ @8 d @ @ @ % [:f"il‘r :51 =]; 2 o ;r-,_:-:bwn sich fiir a, b

il ¢ e Sphlen der Tabelle.

1 1%3=27 104 5. 30 AT = 450 8= 3

Fig. 2 o it 4] | £

An der Reibe der Dreteckszahlen entdeckien die Pythagoreer dic i 4 3 : b

Swemmenformel Rie die Swmme der ersten n natidichen Zahlen: S ' 5 12 .-,_ 13

legren immer zwei Dreiecke zusammen und erhiclien cin Rechieck ol T :
mit nin + 13 Steinen (Fig, 3) 24 AL R

L Fhik v s U 41

J 11 B} | il

9@ 0980 | 00O0O00|0 '
= HEL U

©00 0000
[eee oo
200 80001 000 @@

©®00 0007 : :
@00 000 ||290 €@

o eee 0@
O OHE?SIEL'D {::I @ @ @ @ @'

Solche ganze Zablen a, b, ool af+ b3 = g2
nennt min pythagaereische ahlem.

[hie crsten beiden Fablenraihen 4, 3.5 und
LZ. 5, 03 hast die bed der Umkehrung des
Satees des Pythagoras kennengelernt {Seie
421, il den dbrigen pythagoreischen Sah-
Ten kunn man weitere rechiwinklige Direi-
ceke mit ganzzablipen Seienlingen #eich-

(5]

i 51

# 0O00-00

Fig. 3
nei.

Also gilt (Fig. 3 [he Pyihagoreer haben jedech nichi alle

[+2+3+ . +n=snn+ 1) Muglichkeiten ganzzahliger Seitenlingen
Bei den Cuadratzahlen entdeckien sie (Fig, 4% entdecke. So fehlen @ B, 1324082 | 77 oder

m+ 2o+l ={n+ 1=, 3574+ 120=372 Eine vollstindige Bestim-
Wenn man die Quadrareabl n? und Zn + L addien, erbili nsn die mung aller pyihagonsischen Zahlen gelang
niichsate Cuadrateahl (n+ 12, Kann dabei 20+ 1 selbst gine Qua- Diophant von Alexandria (um 250 0. Chr),
dratzahl sein? divs Ergebnis findest du in Aulgabe 5, Seite
2In+ | beschreibt eine ungerade Zahl 2o 4 1 kann also hichstens Fq 0 Allerdings kennt mian heute eine babvio-
Quadreat iner ungeraden Zahl m sein, nische Keilschrifuafz] fum 1700v. Che.) mat
Sie nahmen cinmal an, es gibt eine ungerade Zahl m mir L3 Beispielen pythagoreischer Zahlen.
(11 In+1=m3 Einiges spricht dafir. dass den Babylonicern
Lisst man digse Gleichung nach noauf, s ergib sich: ein allgemeines Bildungsaesety bekann
(2] n= __',-[m’— L}. WAL mih

Lernzide:
- Kenntnisse Uber Pythagoras, die Pythagoréer und Ausschnitte der griechischen Mathematik

erwerben
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